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TRIGONOMETRIA

Parte de las matemdticas que relaciona la geometria con el algebra, para el
estudio de tridngulos, la relacién que existe los lados y dngulos de tridngulos.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Supongamos un friangulo rectédngulo con un dngulo recto y dos dngulos agudos,
cada uno de estos dngulos contendrd una relacion con cada uno de los lados
que contenga dicho friangulo a esas relaciones, las conocemos como: razones
frigonomeétricas

Hipotenusa Hipotenusa
C.0 €0
a
A
CA C.A
5 .
Cc.0 B
SenA= — A SenB=—
H e >< C
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CosA= = B - =
H Coshz - CosB= c
C.0
TanA= — A B
C.A Tand = — TanB= E
B
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Cotas CA . >< A
o CotA= — CotB= =
A B
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SecA= — A C
CA sech= — SecB= —
B A
H
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EJERCICIO:

x% =12% 492
9 x% =144 +81
x? =225
x= 15
12

Angulo A Angulo B
9 12

SenA= — SenB= —
15 15

12 9

CosA= — CosB= —
15 15

9 12

TanA= — TanB= —
12 9

12 9

CotA= — CotB= —
9 12

15 15

SecA= — SecB= —
12 9

15 15

CscA= o CscB= "
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En el siguiente triangulo el valor de la Csc=2 calcular el valor de las demas razones
(tarea).

SenA 1
enA= —

2
C2 = b2 + a? c? =b% + a?

V3
22:b2+12 22:b2+12 CosA= ?
4=b*+1 4=b*+1 TonA=i3
b2=4——1 b2=4—1

CotA= 2
b2:3 b2=3

2
b=+3 b2 =3 SecA—\/—§

2

CscA= -

1
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COFUNCIONES

Como podemos observar en frigonometria solo existen tres funciones bdsicas las
cuales son seno, tangente y secante, las otfras tres funciones son derivadas de
estas tres y estdn acompanadas por el prefijo CO.

e El coseno es cofuncion del seno
e La cotangente es cofuncion de la tangente
e La cosecante es cofuncion de la secante.

(SOLO SE APLICA EN UN TRIANGULO RECTANGULOQO)

] N

<A+< B =90°

<A=90°-<B

<B=90°-< 4

SenA= CosB

SenA= Cos (90-AA)
CosA= Sen (90-AA)
TanA= Cos (90- <A=)
CotA= tan (90-A)
SecA= Csc (90-A)

CscA= (90-A)
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FUNCIONES DE ANGULOS NOTABLES (30°, 60° y 45°)

1
sen30 = E
30 2

3
\/§ cos30 = £

2

i tan30 !
an30 = —
V3

1

V3
cot30 = —

1

30 2
sec30 = —

V3

30 = 2

csc30 = 1

ag*
1 1
45° 45°
V2

sen60 =

cos60 =

tan60 =

cot60 =

sec60 =

csc60 =

YN N N - |<|
Sl I ol5

Sl Sl

tan45 = 1

cot4d5 =1

=S

Sk
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20m

Resolucién de tridngulos rectdngulos.

60 X=40

Ing. Luis Arturo Vazquez Ramos

(20)(2)
=)

60° = !
cos =3

(o)}

Cosb60°= —

X

6 1
x 2

(6)(2) = (D(x)

x =12
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3@ =M

X=6

30

30° = !
sen >
15
sen30° = —
X
15 B
=

(15)(2) = (D)

x = 30

25
60° = 1
cos =5
5
c0s60° = —
X

x
(5)(2) = (V) (x)

x =10

30° = L
sen =3
15
sen30 = —
X
15 _ 1
=

(15)(2) = (M)

x =50
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE CUALQUIER ANGULO.
Y

X’

i v

Yy
sena = =
T

Y’

R

sena =

y
sena = —
r
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Senoco =

COSO =

A

tanoo =

R IR

cotoo =

Secoo =

RIR IR

CSCO =

& Senoco =

RIS

COS0 = —

Ll tanoco = l

F 3
L

-X
cotoo =

<R

Seco = —

¥ cScoo =
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& senoco = —
r
—X
C0S00 = —
r
-X tanoo = —y
—X
at -
oo —X
cotoo = —
-y y
R r
secoo = —
—X
r
v CSC0 = —
-y
-y
& senco = —
r
X
C0S0 = —
-y
X tanco = —
B N —X
-+
& T
Y cotoo = —
R -y
y
secoo = —
X
r
¥ CSCo0 = —
-y
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funciones |

seno
cosecante

coseno
secante

tangente
cotangente

e

150 = !
sen =3
210 = !
sen =3

330 = !
sen =3
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SOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

Una de las aplicaciones mas usada para las razones tigonométricas, es la
solucion de triangulos rectangulos, lo cual se usa relacionando, los datos,
teniendo uno de los dngulos agudos.

a’+b%=c
102 = 5.872 = y? b* =c* —a*
10 ,  100-3445=)7 a* =c*—b*
36
65.45 = y?
Y
Vv65.45
,_Cco
sen36° = T y = 8.09
36° = —
sen36° =
10(sen36) = x
a® = 6% — 2.682
X a®?=36-7.18
y a? = 28.82
63.4 1/28.82
a =536
6
6
c0s63 = —
x

x(cos 63.4) =x

X =—

6
0.44
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54= =
sen = 10

10(sen54) = 6
x = 8.09

10
102 — 8.09% = y2

v 54

100 — 65.44 = y?
35.56 = y?
v35.56

y =5.90

Calcular la profundidad del barranco

cotd5° =1
18m
9
cot45 = —
X
9_1
x 1

9@ = (D)

x=9
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS.

Una identidad trigonométrica es una igualdad que contiene funciones
trigonométricas y que es verdadero para todos los valores de los dngulos para los
cuales estdn definidas estas funciones.

B
a
senA_E_ac_a_t 4
cosA_Q_bc_b_an
c
b
cosA_E_bc_ _ cotA
send € ac a  °°
c
) 4_22
(3) 9 32
senld = —
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send = —
csc
CcoSA =
secA
tanA = ——
cotA
! A
= csc
secA

sendxcscA=1

> Reciprocas cosAx secA =1 > Producto
tanAx cotA =1
J
a
send = —
c
c
cScA = —
a
a ¢ ac
senAxcscA =—=—=——=
c a ca
A cosA:z
A—C
sec =2
AxsecAd = 2 S _be_
cosAxsec _be_cb_
tand = —
an =3
b
cotA = —
c
randxcotd = Sx2 =20 _ 4
anAxco _bxa_ba_
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—=—=+— csc?’A=1+cot=A4A

2 2
2= g

cz_a2 b?

bz b%  b? sec’A =tan?4+1
2 2

p2-pz 1

ANGULO DOBLE.

sen2A = 2send cosA

cos2A = cos*A — sen?A

tan2A = 2tanA
anea = 1 — tan?4A
ANGULO MITAD.

1
sen?A = 5 (1 — cos2A)

1
cos?A = > (1cos24)
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DEMOSTRAR QUE secA — tanA — secA = cosA

1
secA = Reci
o5/ eciprocas
send i
tand = > Cociente
cosA
1 (senA)

— senA = cosA
cosA  (cosA) sen €os

1 sen?A "
— = cos

cosA cosA
1 —sen24 4
——— =cos

1cosA
cos?A "

= cos

cosA

cosA = cosA

DEMOSTRAR QUE

senA + cscA

= send + cscA
cscAsenA

senA cscA

+ = send + cscA
cscA senA  cscA senA

1 4 1
cscA senA

= send x cscA

senA + cscA = senA x cscA
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senx (senx + cscx) — cosx (secx — cscx) = secx X cScx

1 1 1 1
senx \—x+——x)—cosx |—x ———x | = secx — cscx
cos sen cos sen

senx " senx Cosx COSX

— + = secx X cscx
COSX Senx CoOSX Senx

senx coSsx
+x—x+ = secx X cScx
senx

cosx

senx CoSXx
+

= secx X cScx
CoSXx senx

cosA — secA

= cosA — secA
secA cosA

cosA secA

- = cosA — secA
secA cosA secA cosA

1 1

= cosA — secA
secA cosA

1
C0SA = —— secA =
S cosA

cosA — secA = cosA — secA

cotx senx = cosx

CoSXx

Senx = cosx
senx

COSX senx

Senx = cosx

COSX = COSXx
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1 = 2cosx secx — tanx cotx

1=2(1)
1=2-1
1=1

1

tanx + cotx = ————
Secx cosx

senx cosx 1
+ —

cosXx senx Senx cosx

sen?x + cos®x

COSX senx

1 1

COSx senx Senx cosx

tanA + cotA = secA cscA

senA cotA

cosA senA

sen? + cos?A
cosA senA

1
cosA senA

1 9 1
cosA senA

senA X cscA
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senx + cosx tanx

= 2tan
cosx

SETLX)

senx + cosx (
coSXx

cosx

CoSsx senx
CoSsx
COSX

senx +

= 2tanx

senx + senx
— = 2tanx
cOSX

2senx
— = 2tanx
cox

2(tanx) = 2tanx
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SOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

Un triangulo oblicudngulo es aquel que contiene un dngulo obtuso o sus fres
dngulos agudos llamdandose oblicudngulo y acutdngulo.

LEY DE SENO.

Teorema: en todo triangulo los lados tienen una proporcién correspondiente a los
senos que los dngulos opuesta.

h
C
A=—
sen p
h
B A senB = —
a
h
senA_E_ha_a
senB  h  hb b
A B a
c senA_a
senB b

senB(a) = senA(b)

a b o
LEYDESENOS . __________ >  senA senB senC
C
h a c
send = - =
c senA senC
h
B A h senA < ha a
senC = - =rR=_-==
a secC Ld hc c
a
senA a h
== secC = —
senC c a
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LEY DE COSENO.

En un friangulo cualquiera el cuadrado de un lado es igual a la suma de los
cuadrados de los ofros dos menos el doble producto de estos dos lados por el

coseno del dngulo que forman.

W 47°

C=10

a? = b% + ¢% — 2bc cosA
b? = a? 4 ¢? — 2ac cosB

c? = a® + b? — 2ab cosC

a b c

senA senB senC

PARA B. PARA C.
a? =82 + 102 — 2(8)(10)cos47°
74 8 74 10
a’? = 64 + 100 — 160 (0.6820) sen47  senB sen47°  senC
a? = 54.88 _ 8(sen47°) _ 10(sen47°)
senB = 1 senC = 1
V54.88
senB = 0.79 senC = 0.98
a=74
B =52.18 C =7852
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c? =10% + 72 — 2(10)(7)cos18
c? =100 + 49 — 140(0.9510

c? =149 — 133.14

c =V15.86
C =6.89

10 _ 7
sen130  senb

7(sen130)

B =
sen 10

senB = 0.53

B =32.00

a? =7% + 122 — 2(7)(12)cos30
a® =49 + 144 — 168 (0.8660)

a? =193 — 145.48

a =V47.52
a=6.89

C=12

6.8 7

sen30°  senB

7(sen30)

B =
sen 6.8

senB = 0.5

B =20.48
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b? = 42 + 52 — 2(4)(5) cos 120

b? = 8 + 25 — 40(—0.5)

b? =61
26.64 120° b =61
b=178
C=5
7.8 _ 5
sen120°  senC
c 5(sen120)
senC = 73
senC = 0.55
C = 33.36

a=2 b=3, C=45°

c? =22 +32-2(2)(3) cos 45°

c?2=4+9-12(0.7071)

c?=13-848
c =V4.52
c=212

C=12.12
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Ecuaciones trigonométricas
Son aquellas las cuales la incodgnita aparece como un dngulo de funciones trigonométricas.

Pare resolver una ecuacidén trigonométrica aremos las transformaciones necesarias para
trabajar una sola funcién

Ejemplo
2secx—1=0
2secx—1=0
2senx =1
senx1

2

1
Arcsen senx = Arcseno E

x = Arcseno E

1
Arcsenz =30

x1 =30
x2 =150
Ejemplo
sec’x
2
sec’x =4
secx = V4
sex = 12
secx = 2
1 —
cosx

Ing. Luis Arturo Vazquez Ramos Pagina 26



1 = 2cosx

Arcos0.5 = 60°

x1 = 60°
x2 = 300
secx = —2
1
=-2
coSx
1 = —2cosx
_ 1
COSX = >
x3 = 120°
x4 = 240°
Ejemplo

4cos’x = 3 — 4cosx
cosx =y

4y? =3 — 4y

4y +4y—-3=0

2y — 12y +3)
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x1 =60 x2 =300

Qy+3)=0
_ -3
Y=
_ -3
COSX = >
_ -3
COSX = >
Arcos = 7 no existe
8senx =2 + 1
senx
4
_ 1
8senx =2+ T
senAd

8senx = 2 + 4senx
8senx — 4senx = 2
4senx = 2

senx = 2/4

1

senx = =
2

Arcsenl

2 "

x =30° x =150
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1
2tanx—3< )—1=0

tanx
1
2tanx — 3( ) — 1 = 0tanx
tanx
3(tanx
2tan®x — <¥> —tanx =0
tanx

2tan® =3 —tanx =0

tanx =y

2y2—y—-3=0

2y-3)+1D =0

2y—3=0
y=3 Y=
. 3
anx =7

x1 =56.30 x2=1236.30 x3 =45 x4 =225

Ejemplo
3cos3x + sen’x =3

3(1 — sen?) + sen?x = 3

—3sen? + sen’x =3 -3
sen’x =0

senx =0

sen =20

acrsen =0
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x1=0x2 =180

Ejemplo.

2sen’x + senx = 0
senx(2senx+1) =0
senx =0

arcsen =0=0

x1=0 x2=180°

Ejemplo
2senx+1=0

2senx = —1
arcsen1 = 30°

2
x1 =210 x4 =330
Ejemplo
2tan®x + sec?x=2

2tan’x + tan’x +1 =2

2tan’x + tan’x = 1

3tan’x =1
1
tan’x = =
an’x = 7
1
tanx = —
3

x1=30 x2=210

Ejemplo
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4sen’x —3 =0

4y? =3
3
2 _ 2
)
E
Y= la
E
Y= 12
V3
Senx—z
V3

ArcsenT =x

x1=60° x2 =120

4sen’x —3 =0

4sen’x =3

sen?x =

S w

w

Arcsen |[—=x

I

x1=60° x2 =120°

Ejercicio

1+ 2cosx + cos?x = 3sen®x
1+ 2cosx + cos?x = 3(1 — cos?x)

1+ 2cosx + cos?x = 3 — 3cos?x

b
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3cos?x + cos?x + 2cosx =3 —1
4cos’x + 2cosx = 2

4cos’x + 2cosx —2 =0

y = cosx

QRy-1DQRy+2)=0
QRy-1)QRy+2)=0
2y—1=02y+2=0

2y=1 2y=-2

y=2y=1
arccosE = 60° Arcos1 =0
x1 =60 x2 =300 x3 = 180°

cos?’x — 3sen’x =0
cos?x —3(1 — sen?x) =0

4c0s’x—3=0

3
CoOSx = ig = 0.86

Arceos0.86 = 30
x1 =30 x2=2330

cos x3 =150 x4 =210

cosx(cosx +5) = 2 + sen’x
cos?x + 5cosx =2 —1— cos?x
cosx =y

2y*+5y—3

2y—1=0
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y=3

ly+3=0
1y = 3
y="3

Cosx=1 no existe

1
arcosx = =
2

x1 =60°x2 =300

Ejercicio

4cos2x + 3cosx =1

(4)(cos?x — sen?x) + 3cosx = 1
4cos?x — 4sen’x + 3cosx = 1
8cos?x + 3cosx —5=0

cosx =y

8y2+3y—-5=0

B8y —-5)(1y +1)3

8y—-5=0
_5
Y=3%

_5

arcosx—8

x1 51.32 x2 308.69

ly+1=0
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ly =-1

cos—1=x

x3 =80

Ejemplo

2sen®x +V3cosx +1 =

2 — 2cos?x +V3cosx +1 =0
—2cos?x +V3cosx+1 =10

Yy = C0SX

—2y*+./3y+3=0

3=—V3
2v/3
=5

(2y+V3)(-y++3) =0
2y=—3=0 —y=-3

Y=
y=+3
-3

COSX = ——
2

— =30°
arc )

x1 =150° x2 =210
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